Photospanningen in kristallen by Kemperman, J.H.B. (Johannes)
Stichting 
l-1ATHEI\1A.TISCH CE1JTRill4 
2e Boerhaavestraat 49 
.Amsterdam 
Photospanningen in kristallen 
J .H.B. Ken1pern1an 
11 :februari 1949 
Voor de seJnenstelling vru1 dit rapport is verantv,oordelijk de Heer 
J. Ken1:per1na.n. De ver . egen resultaten zijn de vruoht van een geregeld 
overleg tussen B.L. van der \1aerden, A. van 'Hijnga.e ..1"den en J. Kempe:i"1nan. 
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Gevra . d v1ordt het verloop van de electronenconcentratie in een half ... 
oneindig kritstal, \¥aarvan een zij,vand stz: .. tionnair wordt belicht. Wis, .•. 
kundig is het probleem aequivalent met een randwaardeprobleem bi een 
nietu•,lineaire gewone differentiaa1 .. vergelijlting. Deze vergelijking wordt 
door transfox·nie~tie der vera.nderlijken op een meer hanteerbare gedaante 
gebracht 1 waa.rna bewezen v1ordt, dc~t mathematisch het gestelde probleem 
eenduidig oplosba-a.r is. Tevens \vordt het te verY1achten verloop geschetst 
van de gezochte oplosai -. 
Nume1"'j_e1{. zou bet probleem kunnen worden opgelost door aan het be,~·-
lichte ui teinde va-11 het krist£~1 de begin.hoogte van de aldaar horizon-·•, 
tae.l beginnende oploasing van de differentiaalvergelijking door proberen 
approximatie zo te kiezen, dat de nt1.meriek voortgezette oploseing 
monotoon naa~r nul convergeert alle andere oplossingen divergeren • 
het vereiste rekenwerk tot een fraotie te reduceran wordt een as 
tische ontwikkeling opgesteld van de oneindig vele oplosaingen Va.tl de 
differentiaalvergelijking, die in het oneindige niet divergeren. Deze. 
0ntwi · eli · · ,vordt uitvoerig bea:proken. Afgeleid wordt verder bet as 
tot · oh gedrag van de oplossing in afha.,,1kelijkheid va.n de lichtsterkte 
J, doch alleen voor kleine waarden van J. Tenslotte v,orden nog enige Ol)t:,. 
' 
merkingen gemaakt over een door de Heer R. van Lieshout ~· gebruikte itera--
t iemethode. 
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Bet physische probleem 
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blz.1 
is terug te brengen tot de volgende 
,,.,aa.:r·in n,N ,F func.ties zijn van de variab·ele x a.a,t1tal eleotronen per 
ter 
plaatse .De overige grootheden zijn consta21ten: 
de 
' \la~r1nt eb e\,.teging. 
:,•;":e .. bsorbtiecoe!fioi€:nt ,d.~v,.z. de lichtintensiteit op een afstand 
o:lll .. \ X 
x van bet belichte grenstrlalr is evenredig met e • 
· ... , electronen:productie 3 aan het belichte zijvlak ·tengevol•• l. ere.- .:.sec. 
Jhlfl X I . 
• 
.. ,.constante factor in a.e 'l;,oor recombjnatio van electronen en gaten 
gebezigde formule 
k= co.nstante va.:: Boltzn1J.nn. 
T:•-;~ ·temperatuur. 
.,, .. ,.,. lading va11 electron. 
• 
u ... ., .. be--11eeglijl{heid van een electron in het 




· 1 drukt uit, dat de eleotronenproduetie oor v1a., .. mtebe\;-1egi1;1g en 
lichta.bsorbtie. in de sta.tionnairetoestand juist door de re-. 
· combinatie wordt opgebeven. 
··2. drukt uit, dat de og.-J.t·,gcnder electronen tengevolge van het. 
aanvvezige veld resp. tengevolge van de diffussie elkaar juist 
• 
l ..t:, ....._ 
opJ.1CJ.. :c en, ook v1ec.,1'"' in stationnaire toesta21d •. 
• 
< • 3 gee£t bet t1d tuss(~n F. x ·. ,vet V oPOiBa<>XJ 
II. 1qu lit. lf:1 ci IUir , •• , ,. LP.If 
• 
In een onbelicht kristal is bet aantal electronen n overal ge-
30 
dat de productie te .·· evolge van de wa:r111tebeweging juist \Vordt geneu 
. 
traliseerd door de 
zodat -I .... ,., wu,w• 
•• , ; u, .... 
2 
no en 





·· == · n n 
· I. . ·' . 0 0 
2 2 
n • -·· . ,.,.,, 0 .... , .... 
J,· _"5tllic· . .. 1'1#1 
we nu· a.ls 
als 
blz.2 
1 r""\ .... "f,,"!" 
• I ·:•~ • l J..l'1 
n 
Uit · 2 · 1 3 . en 4. volgt een j_ff erentia.alvergelijking voor n · x .Uit 
2 volgt voorecrst 
.:k, .... ,. •.• k'l! d J.c '! n --• •:r• '"!fa; st •: t 11 :' · 
. M .,, .. 
,. I, 
...... .,ij;'li,, 
en met 3 vir.dcn 't7e dan 
dF kT. 
pnl l)IP!illf :;_•1 ~ JII fl tJ!t•A• nit dx - 4T' .. JI f 
• 
",. ·n J.~ SI . • 
Eliminatie van 
2 ~ ' 
N uit 4 on 5 geeft tenslotte 
no 1 +J e .,.,. 




Stcl Voor n vindon 11-1e de di.ffcrentiaalvergelijl,:ing 
• 
7 m 
-. . . 2 m •w: •'I):: :am:• •••••• ., ... ,,, .,, ............ 
· rt· · n • dx 
. . 0 
2 . . ,.,.f ·X 
..... "'>··· + 1 J... Je · .. , ... 0 '\- . , . . it ·f • 
Tenslotte geeft de transformatie 
de vergelijking 




Da,9.r de gezochte oplossing n x , f.lt1s rr~ :x positief is . nnen -r~ve stellen 
:p -·,. "' . tt I• -
0 
~a,a.1:'in p aan de voJ.gende differentiaalvergelijking voldoet 
te 
,.,. rr:.. 
De opge.ve is nu 
de 
e(;:n begrensde niet•"•negatieve oplossing Xl x 
ra.rid voor\~1aarden bepalen onder 
dn 
'"' ,. 0 voor X:;::Q. 
2. dn_ 0 voor x-
x 
I1rorrers aan beide r.anden van het krista.l .. -. nnc11 it.-~ e0n gl ... f:nslaag beschou11·z · 
wot, van een d ikt e L} x 
is het aantal wegdiffu 
... 
nulde orde in .. x, hetgeen onn1ogelijk is.A.a.r1 de beide uiteinden is dus 
er praotis~h geen licht 
doorheen gaat, en dus de reohterrand bij x· ·00 niag warden aangenomen. 
De opgave voor vergelijki · 8 _.· vvordt nu een oplossi ·. te bepalen, 
die voldoet aan de ra.t1dvoor·~1a.a,.,rden 
d 




· 0 voor z ➔ · · 
• 
Voor elke negatieve 
die aeJ:1 • 8 en . 1 o . asn voor z ...... z0 •. 
' ' . 
• 
•• 
Karakter va.n de .,-:·ezocl1.te O""'lossin.::r. 
---· -- , ::ur"!•r,1u, 11u1,,111111.: •••;y:; ■oua ii" ,,,Cu::r•tt_fi nt"' 11tdiitbttN u111a/11r:1o•w•..,,.,.,tilll1~•d12 1m1r ,,.,, .11t•11 ,_.,....., .. ~•'-
Uit vergelijking 8 volgt 
punten v~n d~ oplossingsl{ror:1:c:011 
met vergolijking 
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. ' . 1. 
gebiede· Nu scheidt K juist de 
d2 
'fv~1aa.r voor de 
boven resu. benodcn K .we 
~· 
skromr·r1en met e~n dcr volgende kenmerken,zullen 




1. De krorrne heeft in een p~tr1i? P boven K een harizontale raaklijn. 
2 • " n ,, n " ,, b c nod • d e Z• lifas ff " 
3 .De l{ro1mne hccft in een .. puntPbenedon 
ve helli ·.· ·, kleiner de11 de helling van 
nt Q. van K,dr.1s 
. !\t 
.· negatie•• 
Kin het bovenFgelegen 
0 ' 
On1 aan de randvoorvlaarde · 1r te kunnen voldoen moet 
,. 
nQ<;dza.kelijk liggen jn het door K en de Z•u•as j_1:1gesloten gebied G,. . 
-.-.dGrs 
doorlopcn, dan zal de in C horizontaal bcginnt..ndo oplossingsltro1nn10 · 
.n~e .. :t'l + divcrgcrcn,als C semen val t mc..t S, en cvcnzo na.~~.r _,,1st G)C) 
. als C T.Op bet t~rvr.,l ST 1 . & l . 1.g ,~ ccn cc.,nduidig bC.;pc,_£1. d punt 
I 
blz.4 
zo dat cl::. corrcspond:..rcndc.. oplossi.ngskrorm:::c voor z- + e··;> bc.gr::.nsd blijft 
' 
;1::.. kunnc1"1 "1~1 1:l ongcv.:..~r b.:..s.chrijv..,n ho:. de.. gc~zocht,: aplossingskro1m11c :-
vc.rloopt.Bv n re ohts van h""' t b~ginpur1t C waa1- . c : .. n horizont:-~lc rae~k-
zo 
lijL hc~ft is de h~lling n~gaticf: 
( 0 • 
Zou 11u stJcds bcnt-de,n K blijv,::,;n 1 d:~.n ,:-1ordt dc.z'-' helling voor z -
z.,.,.z > o·. 
. 0. 
c.n . zou divcrgcrcn.Dus gcrc,k(..,l'ld is er ct.n cerate punt D ,::,ae.r 
er. K c.lke~cr snijdcn,:Kc.tuurli k h~cft v de.,e .. r c...cn ncgaticvc helling 
anders divergent ic · .Ecn v .... ··and snij pur:t E v.r, .. n en K is ui tgcslotcn • 
In E zou n,.l. ccn ncg~;.ticvo afgolaidc habbcn, ,die in 8..bs,('lute 
1rr~~ .. rdc grater is d,t:'"n dG c vcnc, ..... ns ncgqticvc afgclcidc V'"'.r.. K in E. Wcgvns 
12 trocdt in zo'n gov~ .. 1 cvc.n1J1cl div(~ .. rgentie op.Dus voorbij D ,,verloopt 
vo,-)rtdurend bovcn K~ terv1ijl de helling 11cg~ .. ticf blijft en ...,,, is 
dus ccn n1on;:,t~.~,on dalendc kromr:10 ,met 
13) lim.p z 
2➔ .00 
volgt voor 
l1m.- 2 -Z♦;,,ao dz· 




Ala nu g~ ld t <X O, d .,.,._n is ~>C)k 
~I, zodnnig, d~t V(),:,r z.) iv1 goldt 
••• 
• 
we .. ~ .. ruit v,:)lgt 
. u.- ~- = + • 
0 • 
;dus bost~f\t (.;en 
·,,, 
positicf gctal 
1 2.ShO(cn dus 
aloog volgt hioruit ~u 13. 1:1ot =+oo .Gegoven vine cvcri1;1cl. da.t V,J~r. 
de tegraall-cro1:11::ie,, · 13 goldt ,v,ae ..rin C)( eindig,v1aarn1ec v10 ecn. tegen••· 
•• 
strijdigheid vinden.Dus volgt c< ~·,. .Do enige integra~lkr0Im:1e die begrensd 
blijft voc)r z - + oe en EJen afgeleide nul ht.cft vo~-,r 
kclijk di- z,,,.e,.s e .. la c1 .. s ,pto,:)t .r1ec .. r vc~•or · rcchts 
' 
z~ .. l de corstc e .. fgcloidc ,absoluut gonomcn, :rn.onoto<.Yn 
hoeft dus vo·;r z - +oo ocn limiot · .. ,. · s boven vol ....... 
gentic .Dus voldoct . · . e~~..n de randvoorr;7e"~ ... rdo 10 • 
Dan is in 7 • J ...... · .Door do subatitutio 
z=bx 
. 2 871 m,et b ,1~··:~ ...... -- . o 
1► 11114 lk 
•herloiden we tot 
e ... fncmcn, on 
. .•. anders d i'7c r:,.,,, 
1, . 
• 
. . . 
. . . . 
. . ' 
• 
. ' 
. ' . 





••1•1 m + 1 r.: o 
n 
'r"""I = Lt"" g p I iilM .i; ,1,ci, .. .• . ..... 
no 
., .. Sh p 
gccft nu 
Als vcor vergclijking · 8 l{Unnen -r.,vo in het p---z, ... vl • de mcet 1.{undigo 
plae ..ts K vn,1 de buigput1ten dt..r oplossingskrorrun.en beschou1:;1en0De. verge••· 
lijking va.n K is Sh p..... , of-vvel p .... o.K v~ ... lt hier se.mon met de z .. ,,.?. .. s. 
B~ven de z 
de. 
· · . (O.Een 
dz 









• z, ... aa is 
de ..t niet op de Z 1111·•e .. s ligt, 
eon af,_;;eleide nul hecft zal zcker divergeren, evenals zijn e .. fgelcide. 
eon integr?.al · orr.J110 voldoet a.Pn de randv1..1c,rvre .. arden 
voor z...... en - ~- ::.:-0 
Z'....,.... at, 
kan voldoen,moet de ltro17ll11e noodz~.kelijk in de oorsprong horizonte ..e.l be .. ,,. 
-
ginnen .• Dan vel t hij even\·1el seJnen 1net d:e z,.,,u3,s en ~-,e · vinden e .. ls enigste 
oplc\ssing ve...n · 15. onder de randvoorv-=-1aP..rden 16 de oplossing p:~;o ,cor• 11• 
gezien het natuurkundig pro11 aw 
bleem zouden verwachten. 
Tot d3 zclfde conclusio komen we 
lossing ve.n vergE:lijki · 
en verder 
+ 
s ···-(-· ·-. 
14: vooreorst de singuliere 
de algemene op-■, 
oplossing m .. 1 
' 
•• waex1.n de z~g. ·. ·.,c.,functie \tan \feierstrass vooratelt met ge,7ichten 
. . ,~. 2 
. .• . ·- . 
~ ... 
In ( 17 . is willmkeurig en 1""" ex,< <:Jl < +1.De oplossing 17 is periodiek ·. 
•. da periode ··, · verloo:pt van + • ·. ·· naer O. als C)( zioh be\·1eegt van +1 
nae~ .... <:>::, ·. en heeft ... elk interval ter lengte eon pc)ol van de 
tweede orde.Dus ·-17. levcrt geen physiach a.envae..rdba..re oplossi , en .. 
m.:;,.1 . is du.a de enige oploesing ve;.Il 14 , die "b'XQ. · ie. Doze voldoet .··· ·· 
bove11dien aan de .geldende. rE>ttdvoo1·v1a.arden. 
• 
' 
9_ --· .~.P~--- _1 _Q_ • 
oplC}SS ings-· 
· .. · · = ·Jatuurli · k met 
begin1.J.endE. op 
• 




zal divergentie eerst merkb£---.a .. r zij · voor een met iedere stap groter . 
'V'tordende w~arde van .z.Elke volge.nde stap vereist dus n1eer bere.koning. 
Deze mcthode is zecr omslachtig en we zullen h8m door eGn botere 
vervang0n.Opg0merkt zij nc,g,dat -
_k:_T_ .v' 
waarin V hct potentia-lverschil tusscn de uiteinden van het kristal 
.. 
. 
vindon vvu due 
ocn cerate bonadcrj r1g . van V ,dus juist de g1 ... ootheid, ie in hct cxpiri·:u• 
• 
ment gcmctcn wordt. 
• 
Hct is zccr belangrijk om oon as ptotisohe ontwikkcling ta kcnnon 
van de oncindig vccl een parameter· gczochtc oplossingon van 8 .In 
dat gcval kunnen vve n. l. voor de one parameter in de as . a..ptotisohe · 
.. 
ontw;f..kkoling 00n of' andcrc v1aardc ncmcn,waa1~1co con in h0t · oncindigo 
• 
bogronsdc oplossing van 8_ corr0spondccrt 1dic door de as·~ntc,tischo ... 
ontv1,ikkoling V(JOr grotc z zocr nauv1keurig bokond i•s .. Vanaf doze waardc 
de , ' bcrsto afgclcido nul 
s .. s. 





1;70 allc gc zc,cht0 
• 
gLdrag V(.1or grate 
• • 
singE...n ve..n 8 , dio aa.n 10 ·· voldc"on.Ovcr~vcgingcn analciog 111c·t die op 
.. 




















en e0n oplo5sing 
goedc benadoring 
a2 21 __,...,. ,, • p .. · · 
3 






an z 1 ·•·P+ + •••• I •O 
5! 




Hioraan voldoot 1 .Silll . I' aa ,w ~•·•11• ,,, • .,,_,. e 
1,.1 
Z •·•Z . Ae +Bo roa,, 1 
• 
···:s, 1 I 
r:r:• Z 
• 
2 3 + ••• 
.. # 
t t .. 
zal voor groto z met 
oploseing 
Wegens 19 · kiozon v,o A:~:O.Besehouv, nu een botoro bcnadoring VPi,n . 20 
Nu is 





.... p .. 1 




voor 21 do ware oplossing on dus voor 22 cen bcnadordo c:)plossing 
• 
allos voor groto z en kloino p z na.tuurlijk • Vorvangon vvo· in hot 
24 •• a p 0 I :tt Z. • •Z Bo •. , 
• 
on losson wo dozo rcsµltorcndo 
het result~~ t botcr aan 22 
• 
gomcno oplossing van 
Pc• I 
B ■ Ill 




... z z 
. +Co +Do • 
Wegens 












. 1 z -1 
diffcrcntia~lvorgclijking 
• 
on dus · aan 20 voldoen dllll 
' 
1 
u ••• 1 
k.z 
• 
c)p .d an ZcJ ... l 
23 .Do al 
• ii 
0 z+ 
· t'c-n·z-ij. · . ---.. 1 .D,e .. n vrordt n.l. do a.-lgomcno oplossing 
•· .... · 
.. . .. 
• • 
::: •!\Ii- ◄ Ill Ailfl? •• t ... 11r .. a T .,,,.I •• 
. 
2 Dit goldt niot voor =1 on. ...... 1 · 2. Voor . 1 bosobourrcD we · ~ .... p • v . ., · 
. 24 do vorgc..1ijl{ing ' "'1i . . ; . 
. 











waarin vregens 19 = oc;efficienton a. te bcpalon substitu-
Jk .... · .- . 
eren 26 in 20 
Met· -~le lean 
beschouv-1ingen van blz. 7 volgt, dat de gevonden ontwikkeli·ng de as"'""' 1 --
ptot isohe ontwikkeling is van de gezochte oplossingen., 
. 
Uit 26 · volgt \ 
• 
• • • • 
tz•Z .. I JI 
p.:·~a10e . +ao1 e 
• 
Z A u2Z -- 1+ 
+a.208 +a11 8 
• 
z --2 z .. 
+ao2,e . + 
• 




z 03 . +_. • • 
2 d 
a01e 







· · · 3 z 
I 
· .... 3z 
--










· , .. 3 z . · •1 t • •• 1 +2 z II •• 
• 
.. 10 o2 
• 
· .... 1 +2 z IPPIP i . ,. z 
• 
• • • • • 
• 
• 
01 • • 
• 
. 
De v1e 0 'gelaten termen zijn voor z➔ +01rt van een lagere orde d •4• · an e 
of 
VO 
20 in,dan v 
· : f . ,· n · n::::1 , 2 ,3, ••. · de ,rolgende vergelij kingen 
• 
den we 
• JIJI •:Z 




a 9. ,.1 30 , • • 
, . 
1+2 
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2 _ : 2 . 
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., , 1+2 
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. =ratio.naal .. ;~ q . . p q onderlin. ·_· ondeelbaa~ , 
·»an. ¢an . -leen dan is·· e · ... e . . a a . 
• 
. m11••···, • , . 
. ,, . .,1•·· • • • 
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e . + · - ~ -nu s ,.n,. 
.(ir(..-t . 
en moeten we dus eigenlj_jk. niet de ooe:ffj,.oient van 
len,maar de som van de ooeff j_'Jienten va:.:1 G 
l!.:ist men, dat de laatste reeks formeel .7.t:-¼n. ?.')) voldoet .. ~a.an zijn da.ar•11• 
d o or de c , .,. o J? c en par ar.Je t er·. 119 .. 
.'lo.. ' 
b epc.lsJ.a .:J sai:- de nu vr;, :i. ge.nd e reeks 
27 formeel aan 20 7oldoet,ook ale ra~ionaal is,levert nu 27 
juist deze f;.t1lr.e l·:.roudige 1--eelcs 1rtet ,, _... t . een paJ"'ar11e er~ . 
1 l I •• 
'll I 'n' I; n • •· r •e .,. t::.. 








/'"\ C"; 4 
z 
+2 
+1 .· · r +3 
1 +2 ·,,::,: ~ J ,.., 
.. ,. 
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De eerste vier ter1ne11 onttri.')etten we ree<ls in · 25 .Het blijkt ,dat 
in . 25 moet gelden B*•·C o~da·t, de daar gegeven benaderi ... nog aan de. 
z 
na • 
. Hoe is de as ,..,. pto·tische o~tv,ikke·ling ... ,.e.:..1 de oplossing p z in het 
,. t 
gang begonnen op blz. 7 · noot 1 en 2. leidt tot een as .,,,,.,ptotisohe ont-
wikkeling.van 
• J:t 




- j+ e 
verder niet 
, 
· ~Heel ruw zullen we laten zien hoe in · 28 · met 
de polynoomcoeff'icie.nterl ontstaan gedacht kunnen warden uit een 
overg....... ...... 1 in ·27. Q 
· ver1 de oplossi-
gegeven door de eers ... te . \rie.r termen van ·. 27 • 
t •• 
e •••Z 
en stel nu A::.:·~ 
ge1nakkelijk na 
• 
. ' e. ,,. ...,, ) z 
+ 121 11.11_. ..... ,,:t! J ·••-" ■If:£$ • 
. 11!1 ,.1 r· ( · +2 · 
•1 
• • +• 1 • ,OIi _..,, ,,1, ! ii , Qll ·1,nl(lfe 1  :s•enw ,waarin we 
1 .. ··-1 
. ...... 
~. . 
ljJU .· ,..,.... 
A I~ i . If .1 . 
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. . 
en dus voor 
de gezochte 
• 
--,.1 vinden we voor grote z een goede benaderi.t18 
oplossingen van 8 in de _vorm 
1 ,=Z -2z + 2.z e + .. +2 3+1 2.z e 
• 
voor 
Hoe leggen we nt1. ~.n ( 2r7) a .3 p,~ramet e .. r.· ""\ \4~i•'\8l.11.,e ~i--as t ~ ;_1~ eL"G de corres•··· 
.. W" . 
ponderende o~~Jloss ing va:'1 ( 8) behalve ae .. n ( .. l C)~ ook aan 9 j met gegeven 
. . 
voor J= - lt 2 is de enigste methode, dat vv·e A ·varieren en de bijbe ·•1• 
• 
voe t de vv-ae,rde van J .... · ,~1ellce correspondeert met de automatiaoh 
' . . -
Voor J 1 bestaat er een andere methode,die we direot zullen 
aa; _even.Nu vragen we ons af of het voor a.e in de pract ijk voorko,,,, 
1 . . den met de mogelijkheid,dat geldt = 28 worden nu de te1 ..,men 





'°"', . k kz · "' -*"''"~~ . 
-:.~ ______ a.() k e n 
4~ .! :r\ '; t-\ 
en de eoe ...... ficienten. • • • • hier de zelfde ala de 
overeenl{.omstige · in · 27 ,genor11en voor. 
• 
nodig voor =1 n ~n geheel,positie:f en b.v. g:roter dan 10 om 
nae.st. 27 · nog de ontwikkeling · 28 te oerekenen.:8-==r::j·.2"'.i~e1 zijn voor 
"'Ii 
i, . .,,... n 1· ).. :...:¼ ~•'"' 
te kun.r1qn varieren, moe·ten nog meer 
tsrmen in 1e berekening worden 
gev;~: .. l c1us niet zeer .... gu11stig. 
• 
• 
mee_genomen. :f_)e situatie is in dit 
·' 
• 
Boewel in bet expirii11ent inderdaad geldt J 2 d.w.z. 
is het tbeoretisch interessant te vveten hoe de :functie V J · zioh ge--.. •: 
draagt voor kleine W8.a:t.~c1~n van J dus J 1. f als V bet potentiaalver-•., 
schil tussen de b_eide uiteinden van hot istal voorstelt .-.Nu geldt 
met z ~-..:•••log· en. p · z van n1et :rat1d",~ · . 0 . ·. . 
voorvva,ard en · · 9 en 
• 
waarden 
27 · . de eerste termen · voldocnde snel. afne1nc.n<~1ti'e kunnen bijvoorbeeld ·. 
·ais eis stellen r z 2 · wegens · 1 geldt · / ·· 
. . - . . a~ . 
we in de parameter A ber,alen uit 
. . e--. 
. de rand voor1A1ae~:r .. d e ·· · • 9 en· . 
• 
. . I 
-









........ ~--- e . . 
. . 
. 
·. · •r•1 ·· . 41" ◄. · 11••1 
. . ' 
. ... . . . 
• • 
. . 
- ; ' . -
' C ! • 
. . . . . . . . . ' } 
+... • • • • . . • • . . . .. · 
~)c hieruit af teleiden functie A z denken we ona ontwikkeld volgenf 
z ... 2 · z 




een serie tergelijkingen 
warden o~gelost.~7e vinden o.a. 
en dus galdt voor grate 
A .II.., ► .• 17 izllb - l II ii ... , Jt:: •··., e 
--~ 2 
en dus voor 
A. • "1 
z ':-a z geld t 
•.. 0 
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e . o J ,e 
Spec.iaa.,l geldt op te.?-znen van ldainere orde na : 
...... ,,.u,,, 
+1 
en dus volgt }J voor het potentiaalverschil V wegens 
en{' . r;tr11f. 11.af ~ 
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Deze :for111ule bepaalt de :rtaklijn in het punt J=O e..a.n .de g1·· - iek van.· 
V"'··V J.Daar ·35 sleohts galdig is als ongeveerJG.0,3,kan 35·· 
waarschij nlij k niet expiriient ee 1 word en getoetst. · 
• • 
.,, z 
. e o p z . -~~ •.r loll.¢ 4 1 i wiu i 17 llf 
.. +1 · 
• 
• • 
33 zien v1e,dat voor · ➔ 1 p z eindig blij.f,t 
.• Immers ontVi. · eling va.n de e--machten in .· 33 · .. · 
. n+. ..,,➔ 
. Zl 11 . ,ij, n 
n f .z ,,111Z . . / 
• 0 . .,; ... : II a► · 
k'~ I · 
.geeft. ··.· 
C .... J. .:,. 
• 
z_.z e•·rr Z••Zo· +e•r 
0 . 
• • 
I'.., 1 1+z•Yllz 




Z •. ,1"7 I ,("J 
n 
0 
Op b1z.7 · noot 1 b epaald en we voo1"' r 
gedaante. 
. . . 
::-::1 een benadering van :P L • 
• 
Qy~, ,11~ .. ,.!!A,11 .. i. ~.~F,?,~.?-.~E.!:§,~.!1.9.,5!q~.. ge be zigd d o·o r den 
oplosf:ingen van 8 
de neer.Zij ·~ een 
te verkrijgen.Eosentieel 
operator,toe te passen op 
Heer R.van Lieshout, om 
komt deze op bet volgen•"· 
de funotie p z ,met 
d 
dz 







Zij van (36 • Vor·m dan a<ll'htereenvolgens 




Voor de rij 
. . . 
derende ri en der eerste en tvreede a:fgeleiden · 
. . 
geert ,zal de limietfunctie aan · 36 voldoen. · . 
Als. eerste benader:i,ng kiezen vve 
·37 p .... ln 
0 
. 
IIruners ui t · 2 en .3 volgt 
• 
.. 
. . . 
met . de correspon-• 
gelij .· atig oonver,, ... 
. 
. 
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' ". blz.13 
e •• I z ···2 r z +O e 
f...,. n, 
. ....., ,ii ve1--schil der b •;:, ... •¥ e·1u.e 1-eaen van is dus 
till! , z -2 z 
+O e , dus van de~zelfde orde zelf. 
Uit volgt v1egens / 1 2 ,dat op een fout \_ .j z na, 
p z veer :;rote z gegeven ~ordt door 
1 -·· z 
•" ,., Ii' ftll( ,., .... p .. ,,, . '2 e 
1., "· 
' 
en wel '\iroor · alle oplossingen van. 8 · ,die a,an 10 voldoen.De door den 
heer v2:n Lieshot1.t met genoemde iteratiemethode verkregen reelcs 1 .· 
-
met f==O z , etc. ,moet 
- 2 
lit:: ( ~ +O 
2 ·. .., I' z 
+~ g e . 
dus zodanig zijn,dat 




ConvergE~ert de gevolgde i terat 5.sr:1ethode?In bet a].gerr,t1en is de 
. . n-- .. . . ..,
. . . 
een oplt::saing van . 8 .\re zullen ee1la nagaan in hoeverre de Ui*ti de 
nu.lde benade1,..ing .··. 37 ··. 
beter voldoet dan · 37. • 
T~ifij weten,dat de 01>1.ossingen van 8) ,di.e aan . 10 · voldoen,ee.n asym .. ·,, 
O:tlt\1ikkelint:1 l1ebben 1'""0lgens 26 .• Dus ,da,ar 
dus 3 ,1""' 0 
,. 
dus 




h ·• , t 1 ff ., .1• . 
I : .J.-..t { + p +e 
, 
hetgeen overigens ook direct uit • 8 volgt. 
is,dan volgt due voor de 
leide eerste benadering 
I"') 
.. , ff ... ,.. , z O .... ~ ·. . z . P1 :.-1~.tJ o +e + .. . , 
en deze voldoet aan · 38 met een fou.t 
....... 
.. Ml:i11r 





h . . . . 1ert1.1~~ 
flW!il, ' 1 Essentieal blijkt deze een :functie van e we ·voor grote 
. . 
. r:, 
· 27 krijgen voor A=O.Bovenstaande ·. 
reeks lean v,ord en opgevat, als een omvorming van ·. 27 · .. • vvor .A.:;;:,0, door op 
. . . 
. . ' ' 
bruikbaa1~ ·ia voor kleinere wae,rden van z. 
.. . 
•• 
De analoge fout voor • Po is 
• 
. ,..,,.. . , •. z 
. 
en de eerste stap 
·de op loss ing als 
• 
van de benadering geeft dus as .Nptotisoh een verbeter-
• 
39 - z wa:111]? It ft +P'' + e . 
· 0 0 · 
.z z 
• • 




_us het oriterium 39 wordt 
, • .Jt . 11 It . t 7, 1 e ... ,, z 
· of_da.ar. 0 -<:_ ·;\ < __ 1 . 
r + •• . r + e • 
wa.al:'aan voor -< ·1 niet voldaan is. . · · 
. · ·N. ezwaren tegen de oplossing I van blz,13 zijn: 
' 
• 
. 1.We ... , ijg;en sleohts een oplossing van 8 ;die aan de randvoorvvaa.rde . 10 
voldoet.Inners ~ is een constante,vastgelegd door natuur-- er1 materi.,, 
.. 
dat I niet meer dan een oplossing van · 8 kan leveren~ . · 
· Evenvvel moeten vie bij elke negatieve ·v,aarde van z . een oplossing 
we dus besohikl{en over een asymptotische of ex:pleciete voo:rstelling · 
van de oneindig veel oplossingen van 8 ~ die aan 10 v-oldoen.Wellicht 
is dit met de iteratiemethode te bereikeh door uit te gaan van een heel. 
1 ..... z ,,.,:12 . z . · 
·· ::-~- e . e · 9 if;-oor z , .. ➔· r~YJ 
• 1 • n ( ... 
Op elk 'tan deze passen vve de itere ..tiemethode toe in de hoop oneindig 
vele · ver·schillende . oplossingen van 8 ta 1-ci:'ijgen, zo dat voor elk nega.,, 
' • 
. ' 
2~Het j .. s lang niet ~el-c.er ,dat de zeer Speciale oplossing I zie blz.13 
in enig V"l<unt een efgeleide nul heeft .Er zijr1 n.l. oplossingen va..n 8 ; 
die aan 10 voldqen,dooh in geen e.nlcel punt een afgeleide r.1.ul hebben~ 
Beso.houv1 b. v • een kristal ,dat alle ruj.mte nneemt en zic,h dus .. 
in het byzonder uitstrek van x~,~··· OQ tot x,,.-•+ Cd ~et'l waar bij een abois ·· 
x een liohtsterkte "-' •11• o.:::,< x < +{)()) ,.heerst~Indien in dit · niet 
· · re'""' iseerbare · geval een stationnaire toestPpd intreedt,dan sal de. cor..-
:i: · respo·nderende o .. -lossi · s ..-omme n x resp. :p z nergens een horizontals 
··•·•.·· ,aa.1~1:!.jn nebben in fig.1 verloo:pt deze oplossin,..,.· kromme voortdurend 
: boven K • 
i 
. . 
. . 
